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1 INTRODUCCIO

El projecte QuantumLabUB s’ha desenvolupat dins 'assignatura practiques en
empresa del grau de fisica de la universitat de Barcelona. S’ha desenvolupat sota
la supervisi6 i assessorament dels professors Bruno Julid Diaz i Montserrat
Guilleumas del departament de Fisica Quantica i Astrofisica. Els autors n’han

estat Jan Albert Iglesias i Daniel Allepuz Requena.

ASPECTES FORMALS DE L’ASSIGNATURA

Nom: Jan Albert Iglesias

Grau: Fisica

Institucis: Departament de Fisica Quantica i
nstitucio: Astrofisica UB

Tutor: Bruno Julid Diaz

Periode de ’estada: Febrer — Juny 2018

Hores: 280 (Aproximadament)

1.1 METODOLOGIA

El metode de treball seguit ha constat principalment de treball autonom
individual de programacié en python i amb la llibreria kivy. Cada estudiant ha
desenvolupat un programa pel seu compte totalment per separat. No obstant aixo,
s’ha fet una reunio setmanal per compartir els avangos i discutir els resultats fisics

que s’anaven obtenint.

Aquestes reunions han resultat ser molt interessants i didactiques perque s’hi han
discutit diversos problemes fisics com la simulacié d’una mesura en fisica quantica,
la perdua d’energia en alguns sistemes classics o problemes de les aproximacions

numeriques.

A més a més, a practicament cada reunié hi ha vingut algun professor o estudiant
convidat que ha contribuit en el desenvolupament del projecte aportant noves

idees o comentant els resultats.
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1.2 QuANTUMLAB UB

Es un projecte de divulgacié de fisica quantica per a totes les edats. La idea
principal era desenvolupar un programa amb una interficie simple per a poder ser
utilitzat per qualsevol persona. De tota manera, el programa havia de resoldre
correctament les diferents equacions fisiques (com la de Schrodinger o de Lagrange
entre d’altres). D’aquesta manera, en resultaria una aplicacié que serviria de joc
per als més petits, d’introduccié a la quantica pels més grans i d’ajut per a
visualitzar diferents situacions quantiques (sovint poc intuitives) per als

estudiants de fisica.

El programa consta de dos moduls separats que descriuen diferents situacions, i
cada modul ha estat desenvolupat per un estudiant diferent. EI modul que he

desenvolupat jo és el que descriu l'evolucié dinamica unidimensional de les

particules en un potencial en quantica i en classica, Classical vs Quantum traps.

QuantumLab UB

Classical vs Quantum traps

Double-slit experiment

Made by:

Jan Albert Iglesias e
Daniel Allepuz Requena B&S UNIVERSITAT e

With the help and supervision of: |_|||_|I_I||_I B A R C E L O N A

Muntsa Guilleumas Morell
Bruno Julia Diaz

Figura 1 Foto d'entrada al programa.

El modul Classical vs Quantum traps consta de dues parts; classica i quantica. La
idea inicial era fer un modul que expliqués l'experiment imaginat del gat de
Schrodinger a partir de comparacions entre la classica i la quantica. Perd després

d’unes setmanes treballant amb aquesta idea, ens vam adonar que al final només
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resultaria un experiment de probabilitat 2 - % entre dreta — esquerra. Ens va
semblar que quedaria una mica pobre i vam comencar a pensar en com simular

la preparacié de la funcié d’ona de doble pic que representaria el gat viu — mort.

Per a fer aixo, vaig haver de fer un programa que resolgués l'equacié de
Schrodinger independent del temps i més tard, a partir d’aquest, 'evolucié
dinamica de paquets d’ona sota diferents potencials. Per tal de fer més intuitiva
aquesta evolucid, vam decidir comparar-la amb la d’una bola que rodola sense
lliscar per un pendent corbat. D’aquesta manera, 'efecte del potencial sobre el

paquet és analeg a l’efecte del terra sobre la bola.

Finalment, va resultar ser més interessant aquesta comparacié entre evolucions
dinamiques que no lexperiment del gat, aixi que el que havia de ser
complementari va passar a ser el cos important del modul. I ara el gat de

Schrodinger és un exemple que expliquem com a cas particular de ’aplicacié.
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2 CLASSICA

2.1 TEORIA

Es vol resoldre I’evolucié dinamica d’una bola rigida que rodola sense lliscar per
un pendent qualsevol. Es tracta, doncs, d'un problema de solid rigid. Fent servir
la mecanica analitica amb el formalisme de Lagrange, es pot arribar a una equacié

diferencial que es pot resoldre numericament.

Aquest tipus de problemes, de “rodolar sense lliscar”, es van tractar al curs de
mecanica teorica del grau de fisica. Perdo mai s’havien aplicat a “un pendent
qualsevol”. Aixi doncs, per a resoldre aquest problema, vaig haver de fer primer

un desenvolupament analitic per a obtenir ’equacié de Lagrange.

2.2 DESENVOLUPAMENT ANALITIC

A partir de la informacié R, m, g i f(x) (radi de la bola, massa, acceleraci6 local
de la gravetat i la funci6 que defineix el pendent respectivament) es vol trobar
I’evolucié temporal de la bola. Gracies a la condicié de “rodolar sense lliscar”, hi
ha dues lligadures holonomes que redueixen els graus de llibertat del sistema a
només 1. Si es pren la coordenada x com a coordenada generalitzada (que
representa la coordenada X del punt de contacte entre la bola i el terra) la posicié

del centre de masses i 'angle girat queden determinats.

De la definici6 d’angles de la Figura 2, s’observa que
N i
B = arctan (f'(x)) a= -+ I

B

Xcem = x + Recos(a)

Yem = f(x) + Rsin(a)

Figura 2 Definicié d'angles.

Pel que fa a ’angle girat respecte la vertical, de la Figura
3, es veu que rep dues contribucions; la de ’angle que ha
girat la bola respecte la normal a la corba f(x), 8. I ’angle
girat per la normal respecte la vertical, B (negatiu quan ho

és el pendent).

Figura 8 Angles de rotacio.
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L’angle girat respecte la normal, es pot treure usant la condicié de “rodolar sense
lliscar” ates que el perimetre recorregut sobre la corba correspon al perimetre de

I’angle que ha girat la bola. Aleshores
longitud 1 (* \/—
= = 1 ! 2 d
6 =—— foo F (0 dx

on X, és el valor inicial de la coordenada x. Ara es pot construir el Lagrangia del

sistema com L =T —V on T és I’energia cinetica i V 1’energia potencial.

1 i . 1 .
T=om((kew)” + (Yom)) + 5147

V = ngCM

Usant I’equacié de Lagrange!
doL OJL
dtdx odx

es pot obtenir finalment una equacié diferencial del tipus ¥ = F(x, x). Que pot ser
resolta numericament. El desenvolupament complet es pot seguir a 'annex 1, amb

totes les derivades corresponents.

Un cop es té 'evolucié temporal x(t), és trivial representar la dinamica de la bola;

perque només cal substituir x(t) a les expressions donades per obtenir Xcp, Yoy i

}.

2.3 RESOLUCIO NUMERICA

Per a resoldre numericament 1’equacié diferencial, es poden utilitzar diversos
metodes. A I'assignatura fisica computacional vam aprendre i practicar el metode
Runge-Kutta 4, que sempre resultava ser el més precis. Es per aixo, que primer

vaig resoldre I’equacié amb aquest metode.

El metode es basa en definir un pas constant At i a partir d’unes condicions
inicials al punt t, i 'equacié diferencial, obtens la solucié a t, + At. Aixo es pot
fer de manera iterativa per a obtenir la solucié per tot un rang de temps. Si el
pas de temps es fa més petit, el resultat millora, pero el programa tarda més a

calcular la solucié.

! Goldstein, H. (1987). Mecdnica cldsica. Reverte.

~ 6~
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Un cop resolta l’evolucié temporal amb aquest metode, perd, vam observar
diverses situacions que no corresponien a la fisica esperada. Concretament, la bola
perdia energia en certs casos. El sistema és conservatiu, aixi que I’energia total
s’hauria de conservar al llarg de tot el moviment, excepte errors de precisi6. Pero
aixo no és el que s’observava, perque en casos extrems com un pendent molt
inclinat i un R molt gran, l'energia total presentava salts importants a
determinats punts. Aquest comportament es pot observar a la Figura 4, on

I’energia total és la corba vermella.

3.0
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\ fl
2.5\ /
\ /!
\ /!
\ I
2-0 | \\ “
e ¢ o € e o S 4
E 151 \ Y
= \\ F
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\ ,’
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100 A
80 1
—— Total
- 607 —— Rotational \
w Translational
—— Potential
40 1 V
B /\/\
0 1 2 3 4 5 6

ti(s)

Figura 4 Exemple de resolucio del problema amb el métode RK4. Dalt: situacio escollida; pou harmonic

superposat amb una gaussiana. Baiz: evolucid de les diferents energies segons el temps.

Analitzant els resultats obtinguts, vam determinar que es tractava d’un error

numeric ates que els salts s’esdevenien en els punts on les diferents energies



QuantumLab UB Memoria de practiques

presentaven pics. Reduir el pas de temps corregia ’error en molts casos, pero

augmentava considerablement el temps de computacio.

Eventualment, vaig programar un nou metode per resoldre ’equacié de Lagrange.
Es tracta del Runge-Kutta-Fehlberg, un metode que combina RKj i RKS
redefinint At a cada pas per adaptar-se a la funcié. Es a dir, fa un pas molt petit
a les zones complicades i un pas més gran a les més senzilles. Aquest metode va

resoldre els errors en tots els casos i en un temps acceptable.

100 +
80 1 \ /
— Total
= 601 -~—— Rotational
w Translational
— Potential
4{} -
vV V
20 1
0 T T T T T T
0 1 2 3 - 5 6

t(s)

Figura 5 Evolucié temporal de l'energia en el mateix cas que la Figura 4 resolt amb RK-Fehlberg.
S'observa que l'energia total es manté.

Malgrat que el metode correcte per a aquestes situacions és RK-Fehlberg, vam
decidir deixar la opcié d’escollir el metode RK/ per a poder-los comparar en cada
cas. En particular, la demo “RKj problem” mostra una situacié similar a la

comentada.



QuantumLab UB Memoria de practiques

2.4 INTERFICIE

Aquesta part del modul compta amb una pantalla que mostra el sistema (bola
que rodola) i diversos botons i sliders que permeten seleccionar diferents

situacions. A continuacio recorrerem en detall les seves funcions i utilitats.

Classical Quantum

Ground

Wall Well
h=0.3 k=05

-

~ [ ]
= -

Time: t=0.0s 0.0

Init. Cond. Ball Method Demos

Position: x=1.5m ® 1x ’ .

Velocity: v=0.0m/s oot e—

Energy

Figura 6 Interficie de la part classica.

Screen Hi ha una pantalla central que mostra el sistema fisic. Es a dir, mostra
la funcié terra (en gris), la bola (en negre i amb 5 punts interiors per mostrar que
rodola) i la linia d’energia total (inia vermella puntejada). Aquesta linia vermella
puntejada mostra l’algada maxima a la que pot arribar el punt de contacte. (Si el

sistema no té pérdues d’energia).

Ground A la part dreta de la pantalla, (en vertical) hi ha 2 sliders que permeten
modular la funcié terra. Aquesta funcié consta d’una parabola (com el potencial
harmonic) i una gaussiana central a tall de barrera. Els parametres lliures que pot
recorrer I'usuari sén la obertura de la parabola i 'alcada de la gaussiana (k i h).
D’aquesta manera, es poden obtenir tots els casos des d’un pla horitzontal a un
pou harmonic amb una barrera central passant per totes les combinacions

possibles entre ambdues funcions.
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) 1 1 X
f(x) ==kx*+ e 20°
2 V2mo?

1
\V2mh?

Time A la part inferior, hi apareix escrit el valor de temps que s’esta dibuixant,

o=

aixi com un cursor temporal que es pot moure manualment per recérrer els

diferents valors de temps.

Init. Cond. (initial conditions) Les condicions inicials permeten triar la posici6
i velocitat inicials de la bola. Cal parar atencié a que aquests valors fan referencia

al punt de contacte de la bola amb el terra.

Ball Al costat de Init. Cond., hi ha altres apartats que permeten canviar altres
valors del problema. Pel que fa als parametres de la bola, es permet canviar el

seu radi.

Init. Cond. Ball Method Demos

Radius: r=02m —

Figura 7 Apartat "ball" de la interficie.

Method El segiient apartat permet seleccionar el metode emprat per a la resolucioé
del problema. S’inicia per defecte a Runge-Kutta-Fehlberg 45, que és el metode
més precis, pero es permet canviar a el metode de pas constant RK/4. S’ha decidit
permetre el canvi entre els dos metodes per tal d’il-lustrar que no tots els metodes

numerics son sempre bons.

Init. Cond. Ball Method Demos

Runge-Kutta-Fehlberg
45

Runge-Kutta 4

Figura 8 Apartat "method" de la interficie.

Demos L’iltim apartat permet seleccionar 4 demos, és a dir quatre situacions
)

predeterminades que permeten entendre alguns conceptes clau. Les opcions

possibles sén: el no - efecte tunel, un doble pou, una situacié d’equilibri i un

problema amb el metode RK/.

~10 ~



QuantumLab UB Memoria de practiques

Init. Cond. Ball Method Demos

MNo tunnel effect Double well

Equilibrium RK4 Problem

Figura 9 Apartat "demos" de la interficie.

Video buttons A la part inferior, hi ha tres botons grisos que permeten
seleccionar les propietats de reproduccié del video de 1’evolucié temporal. Per

ordre d’esquerra a dreta, hi ha

e Velocitat de reproduccié: Permet triar entre 4 velocitats diferents sense
afectar a la resolucié del problema. (No canvia el pas de temps dels métodes
RK)

e Play / Pause: Engegada i aturada de la reproduccio.

e Stop: Atura la reproduccio i reinicia la simulaci6 a I'instant inicial.
Compute A baix a l'esquerra, hi ha el boté que arrenca el calcul numeric de la
simulacié. S’ha de prémer un cop han estat triats tots els parametres. Durant el
calcul, la resta de botons s’inhabiliten, deixant només una barra que en mostra el
progrés. Un cop acabat el calcul, el boté s’inhabilita, i no es torna a habilitar fins

que 'usuari canvia algun parametre de la simulaci6.

Energy A baix a la dreta, hi ha el boté6 que obre una finestra que mostra
I’evolucié temporal de les diferents energies; cinetica de translacio, cinetica de
rotacio i potencial. A més a més, mostra ’energia total. La nova finestra permet
activar el “surface plot”, una manera alternativa i més intuitiva de representar
les energies que permet observar com les contribucions sumen l’energia total. Es

a dir, s’hi observen les proporcions de cada tipus d’energia.

Energy conservation Energy conservation

Surface plot 0 Surface plot

E()

50

404

30

20

Etotai= 43.7167 Etotai= 43.7167

—_ Tcta/\ -
~—— Rotational

—— Rotational
Translational
— Potential

Translational

— Potential

t(s) t(s)

Figura 10 Evolucidé temporal de l'energia. Esquerra: "surface plot" - off. Dreta: "surface plot" - on.

~ 11 ~
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2.4.1 FUNCIONAMENT

El funcionament de la interficie és senzill i pot ser feta servir per qualsevol usuari.
Per defecte s’inicialitza una simulacié amb uns parametres ja definits, perd es
poden canviar a gust de I'usuari. L’as del programa hauria de seguir el procés

segiient:
e Es defineixen els diferents parametres de la simulacio.

e Un cop es prepara la situacié desitjada, es prem el boté “compute”, que

inicia el calcul numeric.

e (Quan la barra de progrés es completa i es reactiven els botons, es pot
contemplar la simulacié a través dels botons de visualitzacid, aixi com

I’evolucié temporal de les energies.

e Alternativament, es pot seleccionar una demo. En aquest cas, el programa
prepara la situaci6 i arrenca el calcul de manera automatica. Després, es

poden canviar alguns parametres respecte la situacio inicial preparada.

Si durant la reproducci6 del video es canvia algun parametre, s’atura la simulaci
i cal tornar a prémer “compute”. Finalment, quan es vol canviar d’apartat i passar
a la part quantica, és convenient aturar la reproduccié del video per a optimitzar

la velocitat de computacié del programa.

~12 ~
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3 QUANTICA

3.1 TEORIA

Es vol resoldre I'evolucié dinamica d’un paquet d’ones gaussia unidimensional
Y(x,ty) en una trampa de potencial V(x). Aquesta evolucié (Y(x,t)) ve descrita

per I'equacié de Schrodinger?

, 0P(x,t) h? 9%P(x,t)
i = - —

at  2m  Ox? TV @OY& )

En aquest cas concret, considerem potencials V(x) independents del temps, aixi
que s’hi pot aplicar separacié de variables i obtenir '’equacié de Schroédinger

independent del temps.

h? d? n
Epdpn(x) = _%Z)Tz(x) + V (x) ¢ (x)

Es tracta d’una equacié de valors propis (E,) i vectors propis (¢,(x)). Les
funcions propies ¢,(x) formen una base ortonormal que es fa servir per a

descompondre Y(x, t). Afegint-hi els coeficients adequats, s’obté la solucié com
—ifny
Y = ) cabu@ e
n

on

Cn = f Y(x, to) ba(x) dx

son les projeccions de la funcié d’ona inicial sobre les funcions propies de ’energia.

3.2 RESOLUCIO NUMERICA

Fixat un potencial V(x), es vol resoldre I’equacié de valors propis i vectors propis
de ’energia en una caixa de longitud L. Per fer-ho, cal construir I’'Hamiltonia
2 dZ

H=———
2mdx? V)

com una matriu. Aixo es fa discretitzant la caixa L en intervals Ax. Aleshores, la

derivada segona es pot aproximar a

? Basdevant, J.-L., Dalibard, J.(2002). Quantum Mechanics. Springer.
~ 13 ~
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o) ol — Ax) — 2¢0(x;) + 9(x; + Ax)

dx? . Ax?
k

A partir d’ara, ens referirem a @(xg), p(xo + Ax), p(xy + 2Ax) , etc. com

®o, P1, P2, etc. Aleshores, I’'Hamiltonia s’escriu com

h? h?
V — 0 0 0
mAx? Vo 2mAx?
hZ hZ hZ
— Vv, ——— 0 0
2mAx?  mAx? +h 2mAx?
hZ hZ hZ
0 — Vv, ———— 0
H = 2mAx?  mAx? M 2mAx?
hZ hZ hZ
0 0 — V. - 0
2mAx?  mAx? HRE 2mAx?
hz hz
0 0 0 — %
2mAx?  mAx? + Vs
0

On V; = V(x;). Per simplificar-ho, perd, s’ha programat sense el factor A2, i aquest

. s . . . ., L L
s’ha inclos a les unitats del factor m. Es tracta d’'una matriu de dimensié v X e

Com que I'equacié es resol només dins una caixa; Vj i Vying s prenen amb un

valor enorme per tal de simular una barrera “infinita” de potencial.
L’equacié de Schrodinger independent del temps s’escriu en forma matricial
Ho =E¢
amb E una constant i ¢ un vector de dimensié AL—x que representa la funcié d’ona.

@ (xo)
@ (xq1)

P(x3) /

Només cal, doncs, trobar els valors i vectors propis de la matriu H en forma

matricial. Es una matriu tridiagonal, i per a aquestes matrius existeixen metodes
numerics optimitzats per a aconseguir-ne els valors i vectors propis. Aixi que no

cal diagonalitzar-la per obtenir-los.

Aleshores, s’aconsegueixen & valors propis E, i AL—x vectors propis ¢,. D’aquests
vectors propis (que representen funcions propies), perd, només els d’energia baixa
son correctes, perque no senten l'efecte de les vores. El problema s’hauria de
resoldre en una caixa de L — oo, pero per raons obvies no és possible fer-ho. Aixi

que per a fer les projeccions, només es prenen les primeres funcions propies. En el

~ 14 ~
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nostre cas, L = 40, i = 1000 i es prenen els primers 200 autovectors per a fer les

projeccions.

Les projeccions ¢, s’obtenen resolent la integral thlj(tO) + ¢, dx numericament

amb el metode de trapezis. Cal notar que Y(t,) és el vector que representa la

funcié d’ona inicial en el discretitzat.

Finalment, 1’evoluci6 del paquet d’ones ve descrita pel vector

ll}(t) = Z Cn e_iETnt(pn

n

Un cop es té aquest resultat, només cal iterar t per a veure ’evolucié temporal.

Per verificar que prenent només els primers 200 vectors propis ja n’hi ha prou

per a resoldre el problema, s’estudia la norma. En cap moment es fa una
. ./ . Y o yd

renormalitzacio, aixi que la suma Zn_ 0Icnl2 = 1. Només cal comprovar que per

200

qualsevol funcié d’ona inicial P(ty), Y, =0|Cn|2 =~ 1. En el nostre cas, obtenim una

n

precisié d’ordre 1078 en la majoria de casos.

3.3 INTERFICIE

Aquesta part del modul compta amb una pantalla que mostra el sistema (funcié
d’ona i potencials) i diversos botons i sliders que permeten seleccionar diferents
situacions. A continuacio recorrerem en detall les seves funcions i utilitats. Només
explicarem les diferencies que té amb la interficie classica, ates que comparteixen

moltes propietats.

~15 ~
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Classical

Quantum

Potential

Wall  Well
=== V(x) 1.4 h=00 k=1

<E> ‘

— |W(x))? L2
Init. Cond. Particle Demos .
Position: p=00A [ W— 1x ’ . |

Mom.: p= 0.0 h/A e —

<E> = 10.95 eV

20.0
17.5
15.0
12.5

I
[}
1
I
[}
I
[
I
1
I
|
I
I
[}
10.0 1
I

Energy (eV)

Figura 11 Interficie de la part quantica.

Screen Hi ha una pantalla central que mostra el sistema fisic. Es a dir, mostra
la densitat de probabilitat, que és el modul al quadrat de la funcié d’ona (en
vermell i seguint I’eix vertical dret). Aixi com el potencial (en verd i seguint 'eix
vertical esquerre) i la linia del valor esperat de l’energia (en verd clar i seguint
leix vertical esquerre). També es mostra el valor esperat de ’energia a la part

superior de la pantalla.

Potential A la part dreta de la pantalla, (en vertical) hi ha 2 sliders que permeten
modular la funcié potencial V(x). Aquesta funci6é consta d’un potencial harmonic
i una gaussiana central a tall de barrera. Els parametres lliures que pot recorrer
I'usuari sén Pobertura de la parabola i 'algada de la gaussiana (k i h). D’aquesta
manera, es poden obtenir tots els casos des de potencial nul a un pou harmonic
amb una barrera passant per totes les combinacions possibles entre ambdues

funcions.

1 1 X2 1
f(x)=§kx +——=e 20 ; 0=——=

V2mo? vV 2mh?

Init. Cond. (initial conditions) Les condicions inicials permeten triar la posicid

i el moment inicials del paquet d’ones.
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Particle Al costat de Init. Cond., hi ha un apartat que permet canviar els
parametres de la particula. Es permet canviar la desviacié estandard de la
gaussiana inicial i escollir quin tipus de particula és. Aixdo només fa referéncia a

les unitats del problema, que s’adapten segons si es tracta d’un electré o un atom
de Rb 87.

Init. Cond. Particle Demos

Thickness: o=1.0 ——  —

Electron Rb 87 atom

Figura 12 Apartat "particle” de la interficie.

Demos L’iltim apartat permet seleccionar 4 demos, és a dir quatre situacions
predeterminades que permeten entendre alguns conceptes clau. Les opcions
possibles son: ’efecte ttnel, un doble pou, un estat propi i la dispersié d’'un paquet

d’ones.

Init. Cond. Particle Demos

Tunnel effect Double well

Eigenstate Dispersion

Figura 13 Apartat "demos" de la interficie.

Norm A baix a la dreta, hi ha el boté que obre una finestra que mostra ’evolucié
temporal de la norma. Aquesta sempre es conserva perque Y(t) es construeix a
partir d’exponencials imaginaries, pero aixo no treu importancia a aquest grafic
perque serveix per a comprovar la veracitat de la representacié feta amb només
els primers 200 valors propis. Com s’ha comentat abans, com més proper a 1 sigui

el seu valor, més correcte és I’aproximacioé.

Norm conservation

t=72fs norm = 1.00000000
12

1.0

0.8

0.6

7wt 0pdx

0.4 1

0.2

0.0

t(fs)

Figura 14 Fvolucié temporal de la norma.

~ 17 ~



QuantumLab UB Memoria de practiques

4 DEMOS

El programa compta amb demos tant pel cas classic com pel quantic. Aquestes
demos son situacions concretes predeterminades escollides per tal de mostrar
conceptes fisics d’interes. Algunes d’elles son analogues entre els casos quantic i

classic, i d’altres no. A continuaci6 recorrerem en detall cadascuna d’elles.

4.1 EFECTE TUNEL

L’efecte tunel fa referéncia al fet que una particula quantica pot travessar barreres
de potencial que classicament no podria. Aquest fet s’il-lustra comparant els casos
classic i quantic d’'una particula en un potencial amb una barrera. De manera que
hi hagi diverses regions permeses classicament (amb Denergia per sobre el

potencial).

L’aplicacié compta amb les demos “No tunnel effect” pel cas classic i “Tunnel

effect” pel quantic que mostren les situacions descrites.

4.1.1 CAS CLASSIC

En el cas classic, la particula només podra passar a l’altre costat de la barrera si
la seva energia és superior al pic de potencial. Aixo és degut a que, classicament,
una particula només pot ser en les regions on E > V(x), per no tenir energia

cinetica negativa.

3.0

2.5
2.0 1
154

1.0 \\ ’l
b I
~ = ’l
[ESpTRSr—. e s BEN Y A — -

0.5 4 S 7 S -~

y (m)

0.0 T T T T T

x (m)

Figura 15 Situacid inicial de la demo "No tunnel effect’.

A la Figura 16 s’hi observa com la particula no surt mai del pou esquerre. La linia
vermella mostra 1’algada maxima que pot assolir la bola, relacionada amb I’energia

d’aquesta.
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Figura 16 Seqiiencia que sequeix la demo "No tunnel effect’.

4.1.2 CAS QUANTIC

En el cas quantic es manifesta ’efecte tiunel. L’energia de la particula no esta ben
definida, aixi que es parla del seu valor esperat, (E), que surt representat com una
linia puntejada de color verd a 'aplicaci6é. La configuracié de la demo “Tunnel
effect” és tal que “I’energia” de la particula és inferior al pic de potencial. Pero
tot i aixi, la particula acaba passant completament a l’altra banda atés que la

densitat de probabilitat (area vermella) s’acaba concentrant al pou dret.

<E>=9.30eV

20.0 : .
\ (I
17.5 4 ‘| h <E>
I
\ 5
1 ’r‘ ': — Mx”z 1.2
15.0
k1.0
S 125
<z 0.8 g
Z 10.0 A 05
E\ =
g £
w75 4 0.6
5.0 k0.4
2.5 ko2
0.0 . . 0.0
-4 4
x (A)
Figura 17 Situacid inicial de la demo "Tunnel effect”.
200 <E> =9.30 eV <E> = 9,30 eV <E> = 9.30 eV
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s \ fo e | e \ y
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robabity
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Figura 18 Seqiiéncia que sequeiz la demo "Tunnel effect’.
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4.2 DOBLE POU

El modul compta amb les demos “Double well” en ambdods casos, el classic i el
quantic. Aquestes demos preparen una situacié on el potencial forma dos pous
separats per una barrera i es col-loca la particula en el maxim de potencial.
Resulta interessant comparar el comportament de les particules en els diferents

Casos.

4.2.1 CAS CLASSIC

En el cas classic, la particula es troba en un maxim de potencial, és a dir en un
punt d’equilibri inestable. En el cas ideal, la particula es mantindria eternament
en el punt central, pero degut als errors inevitables de precisié del programa,
acaba caient. Aixo es correspon a la situacio fisica, on sempre hi ha alguna petita

pertorbacié que la desvia del punt central.

El costat cap on cau en principi és aleatori, pero com que la demo repeteix sempre
la mateixa situacid, la bola cau sempre cap a la dreta. La situacié inicial i la

seqiiencia que segueix la demo es poden veure a la Figura 19 i la Figura 20

respectivament.
3.0
—— E

2.5 A
2.0 A

E s

) ®
I —-’— ]

r £ Y -
\\\\ / N e
0.5 I y: N\ o
5 ~ \,
““"""- 4”’ \\ - a"“’
0.0 T T T T T
-2 -1 0 1 2
x (m)
Figura 19 Situacio inicial de la demo "Double well” classica.
9 |#1 o | _ |* )
o AN e . 4 (‘\ P L - N
~~~~~~~~~~ A - : . N e ’ e - : .

Figura 20 Segqiiéncia que sequeiz la demo "Double well" classica.
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4.2.2 CAS QUANTIC

En el cas quantic, la particula es desdobla i cau simultaniament a ambdoés costats.
Es una situacié que contrasta molt amb el cas classic, on només podia caure a un
costat. A I'hora d’interpretar-ho, pero, cal tenir present que el que es desdobla és

en realitat la densitat de probabilitat.

Per assimilar-ho a la classica, s’acostuma a pensar que alla on hi ha els pics de
densitat de probabilitat és on “hi ha les particules”. Aixi que en la situacié que
presenta la demo “Double well” quantica sembla que la particula es transformi en
dues particules i en caigui una a cada costat. Quan, en realitat, és que la

probabilitat de trobar-la a un costat és la mateixa que trobar-la a l’altre.

<E> = 10.04 eV

20.0
1.4
17.5
1.2
15.0
1.0
< 12.5
2 0.8 E
> Bl
& 10.0 g
@ 5]
g 45 0.6 &
5.0 0.4
2.5 0.2
0.0 0.0
x (A)
Figura 21 Situacio inicial de la demo "Double well" quantica.
<E> = 10.04 eV . <E> = 10.04 eV . <E> = 10.04 eV ) <E> = 10,04 oV
— i f12 ‘ — f)
,\“‘ "‘," I"‘ E;
; TN X =

Figura 22 Seqiiéncia que sequeiz la demo "Double well" quantica.

Es especialment interessant I'dltima imatge de la Figura 22, que mostra la funcié
d’ona totalment separada en dos paquets d’ona independents. Aquesta situacid
sovint s’anomena “gat de Schrodinger”, fent referencia a ’experiment imaginat
per Erwin Schrodinger on a partir d’un sistema quantic, s’acaba considerant la

superposicié de dos estats macroscopics; gat viu / gat mort. La superposici6 dels
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dos paquets en la imatge esmentada representaria la superposicié dels dos estats

de I'experiment.

4.3 ESTAT PROPI

Es interessant estudiar ’estat fonamental del potencial harmonic i comparar-lo

amb el cas d’una bola rodolant en un pou descrit per una funcié analoga.

4.3.1 CAS QUANTIC

Els estats propis del potencial son estacionaris perque la seva evolucié temporal

és del tipus

_ifn
Y, t) =e h gp(x)
i, per tant, la seva densitat de probabilitat no depen del temps.
[, O = | (0)]?

Aix0 es mostra a la demo “Figenstate” de 'apartat quantic. La funcié d’ona inicial
és l'estat fonamental del potencial harmonic, aixi que la densitat de probabilitat

no varia en el temps.

<E> = 3.38 eV
20,0

17.5

15.0

1.0
12.5

0.8
10.0

Energy (eV)

Probability

0.6

0.2

0.0

0.0

x (A)

Figura 23 Situacid inicial i evolucié temporal de la demo "Eigenstate’.

Les demos estan pensades per a mostrar situacions interessants i permetre a
I'usuari fer variacions a la situacié plantejada. En aquest cas resulta interessant
desplagar la funcié d’ona inicial fora del punt central. Aleshores s’observa com
I’amplada del paquet es manté i oscil-la com ho faria una particula classica situada

en el pic de densitat de probabilitat.
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4.3.2 CAS CLASSIC

l

Figura 24 FEvolucié temporal de la funcio d'ona inicial de la demo “Figenstate” desplacada cap a

‘esquerra.

La demo “Fquilibrium” de D’apartat classic mostra la bola en el minim de

potencial, el punt d’equilibri estable. En aquest cas es manté en aquest punt

eternament, com correspon a la situacié fisica.
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Figura 25 Situacié inicial i evolucié temporal de la demo "Equilibrium".

Per tal d’ésser comparada amb el cas quantic quan la funcié és desplagada, cal
treure la bola del punt d’equilibri. Aleshores, s’observa com el moviment de la

bola en el potencial és analeg al quantic, i ambdds sén iguals al moviment d’un

oscil-lador harmonic.

oo

e
0
2 2 B L]

l'esquerra.
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4.4 DISPERSIO

L’altima demo del cas quantic, “Dispersion”, mostra la dispersié d’'un paquet
d’ones lliure, és a dir amb un potencial V(x) = 0. Comeng¢a amb una funcié d’ona
gaussiana sense cap potencial aplicat, i s’observa com es va eixamplant fins a tenir

alcada quasi nul-la.

Aixo vol dir que la probabilitat primer esta molt concentrada en un punt i amb
el temps es va escampant a tot I’espai, tot ’espai es torna equiprobable. Aquest
fet no té analeg classic perque les particules classiques estan localitzades en un

punt i no presenten cap tipus de dispersio.

<E> = 0,95 eV
20.0
=== W(x) 1.4
17.5 <E>
— W(x)? L2
15.0
1.0
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E 10.0 E
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5 0.6 E
1.5
5.0 0.4
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Figura 27 Situacid inicial de la demo "Dispersion”.
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Figura 28 Seqiiéncia que sequeiz la demo “Dispersion”.

A Tltima imatge de la Figura 28, s’hi observa que un cop el paquet s’ha
eixamplat molt, comenca a guanyar estructura. Aixo és degut a l’efecte de vores

atés que no esta resolt en un espai infinit sind en una caixa finita.
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4.5 ERRORS DE RK4

L’altima demo del cas classic prepara una situacié que es resol correctament amb
el metode RK-Fehlberg 45 perdo no amb el RK/. Serveix per ensenyar que els
metodes numerics no sempre donen un resultat correcte. La comparativa entre els

dos metodes en un cas similar ja s’ha realitzat a ’apartat Resolucié numerica2.3.

5 DIVULGACIO

Com s’ha comentat abans, QuantumLab UB és un projecte de divulgacié. Un cop
acabat el programa, tot i que sempre es pot seguir millorant-lo, es pot procedir a

utilitzar-o per a donar a coneixer els fenomens de la fisica quantica.

Ara per ara només hem pogut presentar-lo una vegada, pero tenim previst portar-
lo a fires de divulgaci6 cientifica durant el proper curs. El programa és apte per
a qualsevol rang d’edat i formaci6 académica, pero és evident que adaptarem les

explicacions dels conceptes fisics segons el public.

5.1 CLASSE DE MECANICA QUANTICA

La primera i tinica vegada que hem presentat el programa ha estat en una classe
de l'assignatura de mecanica quantica amb el professor Josep Taron, davant dels

nostres companys.

Pel que fa al meu modul, vaig comentar diverses configuracions amb diferents
potencials que s’havien estudiat a classe i va servir sobretot per ajudar a
visualitzar el que sovint no s’acaba d’entendre només de paraula. Per exemple,
vaig mostrar la dispersié d’'un paquet d’ones lliure, que els estats propis séon

estacionaris i ’efecte tiinel entre d’altres.

El resultat de la presentacié va ser satisfactori i va quedar palés que QuantumLab
UB no només és un joc sobre quantica siné que fins i tot és 1util en un curs de

mecanica quantica universitari.
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6 MILLORES PREVISTES

El projecte QuantumLab UB tot just acaba de comencar. Ara per ara hi ha 2
moduls que descriuen ’experiment de la doble escletxa quantic i les trampes de
potencial unidimensional en classica i quantica. La idea és que el programa pugui
incorporar més moduls i, a partir de la feina feta per altres estudiants, acabi sent

un vertader laboratori de simulacions quantiques. D’aqui el nom del projecte.

La idea és mantenir certa vinculaci6 amb el projecte en el sentit tant de donar
assessorament a els estudiants que ho continuin (en el referent a la programacié

en python i kivy) com de participar en fires de divulgacio.

A part d’incorporar més moduls, també es té previst intentar adaptar el programa
a una aplicacié per a mobils i tauletes. Per tal de poder portar un laboratori de
quantica sempre a sobre. La llibreria kivy feta servir ofereix aquesta possibilitat,
pero durant el transcurs d’aquest semestre no hem tingut temps d’arribar a posar-
nos-hi. Aixi que queda pendent per a fer durant l’estiu tot i que ja no entri dins

I’assignatura de practiques en empresa.

Finalment, no cal dir que si durant les presentacions del programa a fires de
ciencia o altres descobrim errors o subtileses que es podrien millorar, seguirem

modificant els codis per tenir-lo al dia.

~ 26 ~



QuantumLab UB Memoria de practiques

7 CONCLUSIONS

La meva opini6 és que s’han assolit els objectius del projecte amb escreix. Estic
molt satisfet amb el programa que hem elaborat i crec que esta a l'altura que
esperavem. El programa és consistent i déna molt pocs errors, tot i que

evidentment hi ha alguns aspectes que encara es podrien millorar.

El programa presenta de manera amena diferents situacions fisiques en el context
d’una interficie molt facil d’usar. De tota manera, resol els problemes fisics de
manera acurada i fidel. Aixo és el que el fa versatil i apte per a qualsevol persona,

cosa important en divulgacio.

Per altra banda, treballar en aquest projecte m’ha servit molt. He millorat molt
les meves skills de computacio en general i de programacié en python en particular.
A més a més, he aclarit certs conceptes de mecanica quantica que no tenia clars.
El que m’ha agradat més de col-laborar en el projecte, pero, ha estat tenir la
oportunitat de combinar els conceptes apresos en diverses assignatures al llarg de

la carrera.

La base de python de 'assignatura d’Informatica, els métodes numerics de Fisica
Computacional, les bases de mecanica analitica de Mecanica Teorica i els
conceptes quantics de Fisica i Mecanica Quantica, totes del grau de fisica de la
Universitat de Barcelona. Poder aplicar la teoria apresa a problemes plantejats
per un mateix, enlloc de per una col-leccié de problemes, motiva molt i el resultat

és més satisfactori.

Finalment, les reunions setmanals han estat molt interessants i diferents de la
resta d’activitats que es fan durant la carrera. Ens han permes discutir sobre

conceptes fisics i defensar les nostres idees davant professors i companys.

Per dltim, voldria agrair als professors Bruno Julid Diaz i Montserrat Guilleumas

per haver-me deixat participar en aquest projecte.
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ANNEX 1

DESENVOLUPAMENT ANALITIC:

BOLA QUE RODOLA SENSE LLISCAR.
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Rolling without slipping

Jan Albert Iglesias
March 25, 2018

Let us consider the problem of a ball rolling down a slope (defined by a known function) without
slipping. To solve it, we are going to use the Lagrange formalism (i.e. the Lagrange equations). The
target of this text is to find the differential equation of the system considering the following as known
information:

e R: Radius of the ball.
e m: Mass of the ball.
e ¢: Local gravity acceleration.

e f(x): Function that defines the slope. Note that all of its derivatives —up to the third one—
must be analitically known.

This system would initially have three degrees of freedom (two for translation and one for rotation)
since the ball is restricted to move in the XY plane. However, two holonomic constrains are provided
by the rolling without slipping condition; one concerning the angle and another concerning the y-
coordinate. Therefore, only one degree of freedom is left and, thus, we just need to use one generalized
coordinate. So let us choose the x coordinate of the contact point between the ball and the ground
as the generalized coordinate x.

Figure 1: Angles definitions, note that in this case g < 0



The next step consists of writing the expression of the center of mass position and the rotated
angle with respect to our coordinate x, for they appear in the expression of the Lagrangian. Note
that since the ball is always in contact with the ground, the center of mass is always displaced a
distance R from the curve in the direction that is normal to it. Recalling that the first derivative
f'(x) returns the slope %, we can write the angles o and ( in figure 1 as:

B = arctan (f'(x))
o= g + 5

Then, the center of mass position becomes:
XCM =x+ RCOS(O{)

YCM = f(l’) + Rszn(a)

Concerning the rotated angle, we are going to describe it using ¢, the rotated angle with respect
to the vertical. This angle gets a contribution from the truly rotated angle # and another from the
angle of the slope 5. The former is the rotated angle with respect to the line that is normal to
the curve and can be computed considering that the "gone by” longitude and the "rotated” ball
perimeter are equal. The latter is the same  mentioned before (which is negative if the slope is so,
such as in figure 2).

Figure 2: Rotation angles.

So
6=0-5

0 — lo”gg“de - }1%/ 1+ (f'(2))dw

Where z, is the initial value for x. Now it is time to compute the derivatives of what we have
just defined to build our Lagrangian as L =T — V', being T the kinetic energy and V' the potential
energy. The coordinates of the center of mass can be differentiated using the chain rule.



Xew = Xbgpi = (1 — Rsin(a)d!) &
Your = Yiud = (f'(z) + Reos(a)d) &

Where
1

A P TS A

To take the derivative of ¢, we recall the fundamental theorem of calculus; which states that

[ ga)ar’ = o)

To

and we use, once again, the chain rule.

b= (1@ =)

The kinetic energy combines two energies, one due to the translation movement and another due
to the rotational one. The expression for it is then:

T= ;m ((Xom)? + (You)?) + ; 1()? =

= g (e + 0?) 2+ 51 (1 + @) =) 4

Where I is the moment of inertia, for a sphere: [ = %mRZ.

The potential energy only gets one contribution, that of the gravity force.
V =mgYeu

So, finally, we can build the Lagrangian of the system:

2
L=T =V = s (X + (s P) 2+ sl (1 (F(0)F = ) 8 = mg¥ou

Now it is time for us to write the Lagrange equation, which is

gﬁ =1 (m (X + (Yen)?) + ngB ( L+ (f'(x)) - ﬁ’)

o = [ (X + 02?) + 2 (1= @ - ) )4

+i” (Qm (XenXénr + Yo Yo + ;lmRQ (Jli, I+ (f’(x))2 — 5/> ( HCEC) — ﬁ”))

R\J1+ (f'(x))’



oL o ! i / " 2 l ’ 2 o f/(m)f”<x> _pn . !
9r i’ (m (XemXen +YouYou) + 577132 (R 1+ (f"(z)) 5) (R TN @) 5 )) mgYeonr
Where

Xéy=—-R (cos(a)(o/)2 + Sin(a)q”)
Yo = ["(2) + R (=sin(a)(a)’ + cos(a)a”)

VR VLC TV ) M e
(1+ (@) 1)

Finally, combining the prepared ingredients, we get the desired differential equation.
% (0 (Xl Xty + YY) + R2< L+ (f ) (f(’”f”f "))—m v
xr ( (Xem X Y m (f'(z )) —p W —p 9¥cem

(Xt + (g ) + 2B (/1= (@) - 7).

T =

In this particular case, the ground-function that is going to be used is the Gaussian function. So
the function and its derivatives are:

_ 1 —(z —p)?
f(‘r - /27'('0'_2 exp 20_2




